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LA
elastica de una estructur� CU3lqu.iera

se pue�e �onsiderar siempre como

un funicular de un cierto Sistema de cargas ficticias que solicitan dicha
estructura.

Algunos eutores Haman con mucha propiedad «pesos elasticos> a esas

cargas fict.icias.
En consecuencia. para obtener 13 elastica de una escructura basta determinar

ese sistema de cargas fict.icias y eraaar cualqutera de sus Iuniculares que cumplen.
edemas. con las condiciones de ligaz6n de [a estructura. Cada uno de esos funiculares

representara Ia elastica a una cierta escala
Enrendemos por condiciones de ligaz6n las obiigaciones que imponen a la elas­

tica los sistemas de apoyos (condicion de pesar par puntos dados y tener tangentes
de direcciones determinadas) y las ligazones que existen entre las diferentes piezas
de la estructura (indeformabilidad de los angulos en los marcos rfgidos, etc.).

En el caso de vigas de alma lIena, se demuestra que los pesos elasttcos elemen­
tales que se suponen obrando sobre la viga. son en cada punto las areas elementales
de rnomentos de flexion :'\.I.dx divididas por los mementos de mercia 1 de cada sec­

cion (siempre que el coeficiente de elasticidad E del material sea constante, urrico
ceso que sc presenta en lao practica). Trazando el funicular de estes pesos elasticos
can una distancia polar igual a E. se obtiene. a una cierta escala, las ordenadas de
la elastica en los diferentes puntas de Ia viga

Per ejemplo, en eJ caso de una viga empotrada en un extrema y apoyuda en eJ

nero, de memento de inercia variable, tendremos:

/-1/\ rnomento de ernpotramiento
iJ.:. memento negative en un punto de abscisa .\

111 el momenta de la viga simplemente apoyada equivalente

el memento de flexion .\1.( en un pumo cualquiera J: de la vlga sera:

i-x
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4=====================�.
en consecuencte. el peso elastica elemental ."\

JVw que obra en esta seccion sera:

I-x
J.lA _._/_

• .1x.
/'A

I,

Para mayor claridad y al mismo tiernpo por

ser fundamental para este sistema de calcu-

10, separarernos los pesos elasticos cor res­

pondientes a los mementos de flex ion del
sistema equivalente (estat icamente deter­

minado ; mementos posit.ivos en este caso)
de los correspondientes a los rnornentos in­

cognitos {negar.ivos en este caso).

tendremos asi: ,Vw =

(tomando en cuenta los 51,1005)

(/-x)
fJ-/\----/-

. .6.X

t;

En este caso, en que se trata de determiner
la elastica y no el memento de empotra­
miento. no hay inconveniente en hacer 1a

suma algebraica de los pesos elast.icos co­

rrespondientes a una misrna vertical y re­

emplazar los dos diagrumas por UTlO solo.
como se indica en la figura; tendremos asi

los pesos elasticos 1,2,3,4, ),6,7 y 8

Llevando sabre una vertical estas magn i­

tudes a una cierta cscala, escogiendo a escala
una distanc ia polar I=' y colocando conve­

nientemente el polo para ohtener que el

funicular cumpla inmediatarnente con las

condiciones de apcyo, sin tener que recurrir

a un segundo trazado para enderezarlo (en
nuestro caso basta fij arse que el primer lado.
por 1a condicion de ernpotramiento. debe
ser horizontal) y trazando el funicular co­

rrespondiente a dlcho poligono, obtendre­
mos a una cierta escala la elastica de Ia

viga.
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Se podra notar que hemos dado por conocido el momento de empotramlenro:
en realldad, por este procedimiento se puecle tambien determinar. Indicaremos bre­
vernente el camino que hay que seguir, aprovechando a1 mtsmo tiempo para hacer
lin ejemplo numer-icc y dejar as! establecida le cuesti6n de escalas

Sea la misma v iga que hemos anal izado, de las caracteristicas y solicltacion que
se indica en Ia figura N.» 2.

Tendrernos: 1) Memento de Ia viga simplemente apoyada:

1
In = - pll-:.,- , 2. ..f toneladas metro

8

Los mementos de inercia en las dtferentes secciones valdran:

apoyo A
a 1,50m. de A
a J,OO m. de A

=0,0417 m­

=0,0274 m­

=(1,0143 m-

al centro y en apayo B -:=_� 0,0052 rn-.

En la figura adjunta hemos dibujado los graficos de mayor interes (ver N_OS

al 5). Es precise notar, al trazar las curvas de .

mx
y de J':x__ los siguientes puntos:

(1; i,
1.0 EJ valor de m en cada punto es conocido (trazando grafica 0 analiticamente

la parabola).
m

2.0 IJa forma de la curva - depende de Ia posicion de las cargas en la viga,
I

pues Ia forma del diagrama del memento depende de eUos (parabol ico en case de

carga uruforme rep.: triangular con una carga concentrada; poligonal en caso de va .

rtas cargas, etc.).
fa

3 0 Com') conocemos rn conocemos totalmente el diagrama de --; podemos de­
I

terminar el valor elemental '-\'W-P' el valor total del peso elast ico 0 resultante �l'v'w..»=

= � �.dx=np y su linea de acei6n.
I

4.0 En cambia, el valor del momenta de empotram iento J.l.A nos es desconocido
y, per 10 tanto, el momenta negative en un punto cualquiera P-;v tambren.

5.0 Perc la forma de la curva __!2_ no depende de Ia posicion de las cargas en

Ix
la viga. cualquiera que esta sea, siempre el diagrams de mementos negatives sera

triangular, de rnanera que la linea de ace ion del «peso elastico negat.ivo total

};;\'w-n=rln queda determtnado de una vez para cualquier valor de ,(.LA.

En efecto, Ilamando 1] la abscrsa de dtcha linea de ace ion, tendremos, tomando
memento de los pesos elasticos elementales respecto del apoyo A

J' _�_A�l-_l-X_ X· dx =11· n
1,
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Per otre parte:

Pero iJ.A no varia a 10 largo de 1, es constante para cada casa, de modo que podremos
sacarlo afuera del integral; si al mismo tiempo dividimos una expreston por otra.
tendremos:

J" I-x
iJ.A

c
--i/;-,·x.dx

j,r-------I-x
IJ_·, --·dx

"

I j
;r, indepencliente de I-iA'

En consecuencia, bastara adoptar para el calculo de l1l1 un valor arbitrar-ic de

}-LA que para comodidad del dibujo y del calculo se adopt6 )1/1 = 10 toneladas metro

Para evitar confusiones el peso elastico total correspondiente a 1-'/\ = 10 tonela­
das-metro 10 designaremos por n'lI para distinguirlo de Pon que corresponde al valor
real de I-'A que es nuestra incognita.

Determinemos las abscisas 11,. Y r]n de las lineas de ace.ion de las resultantes: Los

pesos elasttcos elementales /'v'w_/) y '\''''-ll t.ienen en nuestro caso en que hemos tornado

J. J_: = 1 metro, el mismo valor numerico de 7 y -; - respectivamente ; pero, expre­

sados en toneladas metros cuadrados en vez de tonelarnetros cubtcos en que quedan
medidos estos ultimos.

Los pollgo-ios \; Os 6 y 8 )' sus funiculares correspondientes N. "S 7 y 9 nos dan
las posiciones de las Hnees de accion de los vectores nil y QlI:

TJ,,=5,85 metros

""�4,88

Can estos datos podemos determiner cl momento efect ivo JJ..A en el apoyo.
En efecto, si suponemos resuelto el problema y trazamos el funicular de los pe­

sos elastjcos reales HI' y flll tendremos que, por existir empotramiento en el apoyo ;\
Ja tangente a la elastica en ese punto es horizontal, luego el lado I del poligono fu­
nicular debe trazarse horizontal, el lado 3 debe pasar por el apoyo 13. (Condiciones
de apoyo): EI Iado 2 prolongado determinara sabre las verticales de los apoyos los

puntas a y h.

De acuerdo con la propiedad de los funlculares, tendremos en ljb el momento
de np respecto de [3 = rt,. (l-1Jp) = f_3b y en 4a el momenta il" respecto de A = nnl1l1 =
�Aa.

En consecuencia, como nos es conocido flp, 1Jp Y r]n podemos, Ilevando en la ver­

tical que pasa par Bel valor f.1:p (1--1Jp) y uniendo b cal! C obtener Aa=1ln'1J" ala
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rrusma escala a que se tome el valor Up (l ---- "It» tendremos as! conocido el valor de
Aa

fl
..
=-·,,·_·

""

En nuestro caso np (l--1]/» = 11.871 X4,1) = 49,2UO toneladas metres: del grafico
47,200

N." 10 se obtiene el valor Dn' "In=47,200 toneladas metros, de donde iln = 4,88
=9,680 toneladas metros cuadrados, valor real del peso elastico negat.ivo total Un co­

rrespondiente al valor del momenta negat ivo �A que efectivamente se produce en [a

viga.

Fig. J

Para obtcner el valor de JlA bastara la razon:

stendo /-L'A = IV ton m.

11'" =4,874 ron/m­
U" =9,680 torr/me

9,680
M",=--- X 10 /9,86 ton. In.

.

4,874
de donde:

D1SCUs(6N DE LAS ESCALAS

b

Adoptaremos desde un principia las siguientes normas:
medidas en el depurado, siempre en mm.

fuerras. en toneladas.

longitudes, en metros.
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Y designaremos siempre con letras mayusculas los valores reales (expresados en

metros, metro ton" etc.), con letras minuscules correspondientes, los coeficientes de
escalas y por las Ietras griegas correspondientes, las magnitudes medidas en mm. en

e1 depurado,
Ejemplo J .v-Pera aclarar las ideas, determinaremos 18 escala de momentos cono­

cidas, las de longitudes y de fueraas:

Sea: Escala de fuerzas.
» longitudes.

» » mementos ..

mm. "= f. toneladas, conocida,
mm. = L metro conocida.
mm. = m. m-ton. desconocida.

c

�
i �---�

'b

Fig. 4

Tendremos que Ia fuerza 1'- (en roneladas) cs igual a Ia magnitud IP medida en

mm. por el coeficiente de escalas de fueraas f

o sea ..

analogamente una longitud
y un momento ..

edemas pOT definicion.

F�,,·f
Lc�A·1

M=wm
(I)

(2)

Supongamos traaado el poligono de las fuerzas F en be.
una distancia polar a mm.

y en r'\BC su funicular correspondiente,
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Tendremos por semejanza de trtangufos:

y reemplazando sus valores sacados de (1):

\f 1'. L

m /.1. d

y combinando can la relaci6n fundamental (2) queda:

m�f.l.d.

o sea, que la escala de momentos rn es tgual a la escala de fuerzas f multipli­
cada por la escala de longitudes l y por 18 distancia polar d medida por convencion
en mm.

Ejemblo 2."-a) Determinemos en nuestro problema la escala de momentos de

pesos elasticos m y de las ordenadas y de la elasrtca conocida la escala n de los pe­

sos elasncos: Ia escala l de las longitudes y la escala e a la cual esta representada
en el dibujo por E como distancia polar, el coeficiente de elasticidad E, tendrernos:

coeficiente de elasticidad.

longitudes .

pesos elasticos .

memento de pesos elasticos.
ordenadas de las elasticas ..

E =C' e.

I" 00 )..1.

v: =Vw' nw )A1u,=/-L",'rn",
y =�'Y

A1"1\' -..;ci\·,,· I.

y
»; L

�"'"

E

(I)

edemas por definicion ..

( 3)

Surongaruos trazado el poligono de los pesos elasncos 1\1w en be
Tomando como distancia polar E que l1evado a su escala queda representado

por e min tendrcmos, por semejanza de trtangulos:

c introduciendo los valores de (1) (salvo para (0):

e introduciendo los valores de (2)
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Inw =nw • l· e (4) que nos da 1a escala de los momentos de los pesos elasticos
cuando se ha tomado una distancia polar arbttraria

'

St en cambia queremos obtener Ia cscala �v de las ordenadas de la elascica, de
la semejanza de trtangulos. obtendremos :

Pw .]\

e

e introduciendo los valores de (1):

y tV•. L· e

y nw·l.E

.'

r
!

1
b

y tomando en consideracjon Ia eccecron (3):

y

e

nw·l
o sea:

nw .1
y:;.-:;-­

e
(5)

De esta ultima ecuacion se puede ver que st la escala de los pesos elasticos nw
es igual a la escala del coefictente de elasticidad e las ordenadas de Ia elastica que­
dan medidas a Ia escala de longitudes.

b) En el caso en que hayamos adoptado una escala arbitraria In:t' para los mo­

mentes de los pesos elasticos (como es el caso de nuestro ejemplo numertco) Y se

trata de determinar la escaJa de las ordenadas de la elastica, conocido el modulo de
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elasticidad del material E � 1.400,000 toneladas metros cuadrados (concreto), tendre­
mos, reemplazando en (4) el valor de e sacado de (11:

E
m", ,,_"" nw Z·­

e

de dande

e IE

reemplazado este valor en (5),

m,J' m",=JOOO
\'=�" en nuestro ejemplo.

E E � 1.400.000

luego

JOOO
y =

1.400.000
--- metros. 0 sea, 1 mm.
IAOO

I

1.400

o sea J nun, del depurado representa (r7! mm. de deformacion rCDI.

CASO EN Ql.)E EL .\POYO B EST,,,- SU.:ETO A S[�"JTAMIE),JTOS r:LASTICOS

Este case muy frecuente en la practice. en el cual el punto B se apoya sabre
una viga, se puede resolver Iacllmente por aproximaciones sucesivas con csce mew

todo.
En efecto, conocido el valor de M,'\ podremos determinar Ia reaccion 1<[3, y, por

10 tanto, la flecha en el punto B. que tamara bajo esta carga 18 viga que Ie sirve

de apoyo
Sea RB' Ia flecha Y; supongamosla igual a _'i mm. llevandola a la escala de orde­

nadas de Ia elastica que acabamos de determinar, resulta �=5 X 0,71 =3,55 mm.;

copiandc (figure 11) a partir de 13' el valor del memento de los -pesos elasticos po­

sit.ivos !1p (L-71p) = /\4w = 49.700 tonelada metro, obtendremos en AA' el nuevo
valor del memento ��e 10'5 pesos elasticos negativos fl"n"'Y!,,='iO,) mm., 0 sea =

50,500 tonelada metro, de donde el valor de:

G't -

n

50,500

4,88
10,550
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y el memento II"A en el apoyo sera:

n
/O,fiOX/O

J.I. .c
=------.. 21 (,0 ton-m.

4,R74
'

EI descenso del apoyc B he significado por 10 tanto Lin aumento del momenta
de empotramiento de 21,60-·-] 9,86 = 1.74 tonelada metro.

Conocido el nuevo valor del memento de empotramiento, serfa necesario deter­
minar la nueva reacci6n lJ y per 10 tanto la nueva rlecha que tornaria In viga de

apoyo.
En nuestro ejemplo la vartacion del momento de cmpotramiento fue suficiente­

mente pequefia (menor de un 10S-';-,) ccmo para considcrar que Ia nueva flecha di­

fer ira muy poco de la anteriormente calcuiada, cl nuevo tantec se hizo, pues, inne­

cesario.

(Continuurcv.




