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Cilculo grifico de vigas continuas
de momento de inercia variable

A eléstica de una estructura cualquiera se puede considerar siempre como
un funicular de un cierto sistema de cargas ficticias que solicitan dicha
estructura.
Algunos autores Haman con nwucha propiedad «<pesos elasticos» a esas
cargas ficticias.

En consecuencia, para obtener la elastica de una estructura basta determinar
ese sistema de cargas ficticias v trazar cualguiera de sus funiculares que cumplan,
ademaés, con las condiciones de ligazdn de la estructura. Cada uno de esos funiculares
representara la eléstica a una cierta escala.

Entendemos por condiciones de ligazdn las obligaciones que imponen a la elés-
tica los sistemas de apovos (condicion de pasar por puntos dados y tener tangentes
de direcciones determinadas) v las ligazones que existen entre las diferentes piezas
de la estructura {indeformabhilidad de los dngulos en los marcos rigidos, etc.).

En el caso de vigas de alma llena, se demuestra que los pesos eldsticos elemen-
tales que se suponen obrando sobre la viga. son en cada punto las ireas elemgntales
de momentos de fexion M.dx divididas por los momentos de inercia / de cada sec-
cifn (siempre que el coeficiente de elasticidad £ del rnaterial sea constante, (nico
caso que se presenta en la practica). Trazando el funicular de estos pesos elasticos
con una distancia polar igual a £. se obtiene, a una cierta escala, {as ordenadas de
la elastica en los diferentes puntos de la viga.

Por ejemplo, en el caso de una viga empotrada en un extremo v apoyada en el
otro, de momento de inercia variable, tendremos:

#a  Mmomento de empotramiento
4, momento negativo en un punto de abscisa x
m el momento de la viga simplemente apoyada equivalente

el momento de flexién A/, en un punto cualquiera x de la viga sera:

{—x
Mo=my pa — T



222

Anales del [nstituto de [ngenieros de Chile

en consecuericia, el peso eldstico elemental Af

dre Momenlos

N, que obra en esta seccidn sera:
l—x $ o -
Ba ——Ax, /"' ’/';)/:-
M. Ar . —Ax { Pl -
N, =~ = . e ~
I, I, i, i
-

Para mayor claridad y al mismo tiempo por
ser fundamental para este sistema de cllcu-
lo, separaremos los pesos eldsticos corres-
pondientes a los momentos de flexion del
sistema equivalente (estaticamente deter-
minado; momentos Positivos en este caso)
de los correspondientes a fos momentos in-
chgnitos (negacivos en este caso).

Y A

“wp T Vien.

tendremos asi: N, =.
{tomando en cuenta los sjgnos)

(=3
mgrAr A

e wn ’T‘

X

“AT

En este caso, en que se trata de determinar
la elastica v no el momento de empotra-
miento, no hay inconveniente en hacer la
suma algebraica de los pesos elasticos co-
rrespondientes a una misma vertical y re-
emplazar los dos diagramas por uno solo,
como se indica en la {igura; tendremos asi
los pesos elasticos /, 2, 3, 4, %, 6.7 v &,
1.levando sabre una vercical estas magni-
tudes a una cierta escala, escogiendo a escala
una distancia polar / v colocande conve-
nientemente el polo para obtener que el
funicular cumpla inmediatamente con las
condiciones de apoyo, sin tener que recurric
a un segundo trazado para enderezarlo {en
nuestra caso basta Hijarse que el primer lado,
por Ia condicion de empotramiento, debe
ser horizontal} y trazando el funicular co-
rrespondiente a dicho poligono. obtendre-
mos a una cierta escala la elastica de la

viga.
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Se podra notar que hemos dado por conocido el momento de empotramienfo;
en realidad, por este procedimiento se puede también determinar. Indicaremos bre-
vemente el camino que hay que seguir, aprovechando al mismo tiempo para hacer
un ejemplo numérico y dejar asi establecida & cuestiton de escalas.

Sea la misma viga que hemos analizado, de las caracteristicas y solicitacion que
se indica en la figura IN.° 2.

Tendremos: 1) Momento de la viga simplemente apoyada:

m= é—n plz=-12 5 toneladas metro

Los momentos de inercia en las diferentes secciones valdran:

apayo A =0,0417 m*
als50m. de A ={},0274 m¢
a300m. de A =(},0{43 m*

al centro y en apoyo B=00072 m+.
En la figura adjunta hemos dibujado los graficos de mayor interés (ver N o |

- . m o
al 5). Es preciso notar, al trazar las curvas de —= y de f]f‘-—— los siguientes puntos:
x X
1.2 El valor de m en cada punto es conocido (trazando grafica o analiticamente

la parébola).
7° [La forma de la curva i?— depende de la posicion de las cargas en la viga,

pues la forma del diagrama del momento depende de ellos (parabdlico en caso de
carga uniforme rep.; triangular con una carga concentrada; poligonal en caso de va-
rigs cargas, etc.).

. . m
3« Comn conocemos m canocemos totaimente el diagrama de —1_; podemos de-

terminar el valor elemental N, ,, el valor totai del peso elastico o resultante EN,, =

m
=5

+Ar=8, y su linea de accién.

4.° [in cambio, el valor del momento de empotramiento p, nos es desconocido
y, por lo tanto, el momento negativo en un punto cualquiera g, también.

Mz

5.2 Pero la formsa de la curva no depende de la posicidén de las cargas en

x
la viga, cualquiera que ésta sea, siempre el diagrama de momentos negativos sera
triangular, de manera que la linea de accién del «peso elastico negativor total
EN, .=, queda determinado de una vez para cualquier valor de u,.
En efecto, llamando y la abscisa de dicha linea de accidn, tendremos, tomando
momento de los pesos elésticos elementales respecto del apoyo A




224 Anales del Instituto de [ngenieros de Chile

Por otra parte:
{—x
Ha ’**l'"—'
— =
] X

x

Pero u, no varfa a lo largo de {, es constante para cada caso, de modo que podremos
sacarlo afuera del integral; si al mismo tiempo dividimos una expresién por otra,
tendrernos:

{—x J
sa g dx
L, Q-9
= Ny
il
{—x
Ba ~dx
i} L, indepencliente de u, .

En consecuencia, bastard adoptar para el caleulo de 4, un valor arbitrario de
14 que para comodidad del dibujo y del calcule se adoptd x4 =10 toneladas metro
iPara evitar confusiones el peso elastico total correspondiente a u, = 10 tonela-
das-metro lo desigharemos por Q, para distinguirlo de Q, que corresponde al valor
real de pq que es nuestra incdgnita

Determinemos las abscisas 5, v », de las lineas de accién de las resultantes: Los
pesos elasticos elementales N, v N, tienen en nuestro caso en que hemos tomado

i . m H .
Ax =1 metro, el mismo valor numérico de ~[ -y e respectivamente; pero, expre-

sados en toneladas metros cuadrados en vez de tonelametros clbicos en que quedan
medidos estos Gltimos.

Los poligonos IN.°* & y 8 ¥ sus funiculares correspondientes N.”* 7 v 9 nos dan
las posiciones de las lineas de accidn de los vectores 2, y ,:

7,=5,85 metros
1.=4.88 »

Con estos datos podemos determinar el momento efectivo g, en el apoyo.

En efecto, si suponemos resuelto el problema y trazamos ¢l funicular de los pe-
sos elasticos reales £, v €, tendremos que, por existir empotramiento en el apoyo A
la tangente a la elastica en ese punto es horizontal, luego el lado 1 del poligono fu-
nicular debe trazarse horizontal, el lado 3 debe pasar por el apovo 3. (Condiciones
de apoyo): El lado 2 prolongado determinaré sobre las verticales de los apoyos los
puntos a y b

De acuerdo con la propiedad de los funiculares, tendremos en 36 el momento
de 3, respecto de B=1Q, (I-n,) =Bt y en Aa el momento &2, respecto de A=Q,q9, =
=Aa. .

En consecuencia, como nos es conacido 2, 1, ¥ %, podemos, llevando en la ver-
tical que pasa por B el valor 2, ({-—5,) y uniendo & con C obtener Aa=Q, 4, a la
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misma escala a que se tomd el valor @, ({ - 7,) tendremos asi conocido el valor de

Aa.
2= —-
M _
En nuestro caso @, (I—n,)=11.87] X4./5 =49 200 toneladas metros; del grifico
47 200
N.» 10 se obtiene el valor @, v,=47 200 toneladas metros, de donde ¢, = 85 =

=9,680 toneladas metros cuadrados, valor real del peso eléstico negativo total £, co-
rrespondiente al vaior del momento negativo w4 que efectivamente se procduce en [2
viga. :

_79 o
y | 1
4 n fy) ¥
2 :———:pq—l‘fl l P
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Fig. 3

Para obtener el valor de g, bhastard la razdon:

Sn o o#a
Q’n lu'!'l
siendo g'a= 10 ton m.

', =4,874 ton/me
Q, =9680 won/m:

9.650
e donde e 1774 I 19.86 ton. m,

DISCUSION DI LAS ESCALAS

Adoptaremos desde un principio las siguientes normas:
medidas en el depurado, siempre en mm.

fuerzas. en tonelacas.

longitudes, en metros.
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Y designaremos siempre con letras mayusculas los valores reales (expresados en
metros, metro ton., etc.), con letras mindsculas correspondientes, los coeficientes de

escalas y por las letras griegas correspondientes, las magnitudes medidas en mm. en
el depurado.

Ejemplo 1.-—Para aclarar las ideas, determinaremos la escala de momentos cono-
cidas, las de longitudes y de fuerzas:

Sea: Escaia de fuerzas. ... 1 mm.={. toneladas, conocida.
» » longitudes. | mm.=1 metro conocida.
»  » momentos., ] mm.=m. m~ton. desconocida.

C
'\\

Fig. 4

Tendremos que la fuerza I {en toneladas) es igual a la maghitud ¢ medida en
mm. por el coeficiente de escalas de fuerzas [

©OSCB. ... e F=g{
andlogamente una longitud [.=X-! (1
Yy un momento.... ....... M=p-m

ademas por definicion

Supongamos trazado el poligono de las fuerzas ¥ en bc.
una distancia polar § mm.

y en ABC su funicular correspondiente.
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Tendremos por semejanza de tridngulos:

y reemplazando sus valores sacados de (1):

Mo FL

m fld
y combinando con la relacion fundamental (2) queda:
m=f.Ld

O sea, que la escala de momentos m es igual a la escala de fuerzas f multipli-
cada por la escala de longitudes ! v por la distancia polar d medida por convencidn
en mm.

Ejemplo 2 »—a) Determinemos en nuestre problema la escala de momentos de
pesos elasticos m vy de las ordenadas v de la elastica conocida la escala n de los pe-
sos elasticos; la escala ! de las longitudes v la escala e a la cual estd representada
en el dibujo por = como distancia polar, el coeficiente de elasticidad E, tendremos:

coeficiente de elasticidad. .. £ =e-e
longitudes. ........ ... .. S A )
pesos elasticos ... ... ... ... Ny =u,n, (D
momento de pesos elsticos. M, =pu, - m,
ordenadas de las elésticas... Y =gv
ademds por definicion, . ... M, =N, L (
N L
. Al 3
I &

Supongamos trazado el poligono de los pesos eldsticos Ny, en be.
Tomande como distancia polar £ que [levado a su escala queda representado
por ¢ mm. tendremos, por semejanza de triangulos:

L A
Py 7=
E

¢ introduciendo los valores de (1} {(salvo para ¢):

My Ny L

Ay, y Ao

¢ intreduciendo los valores de (2)
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My =R, - 0 e (4) que nos da la escala de los momentos de los pesos eldsticos
cuando se ha tomado una distancia polar arbitraria. :

Si en cambio queremos obtener la escala v de las ordenadas de la elastica, de
la semejanza de triangulos, obtendremos:

LT A
£
¢ introduciendo los valores de (1):
Y Ny L-e
Yy nglE

Mo RZER?

- ="
-
Fig. 5
v tomando en consideracion la ecuacion (3):
! g Cn
—— = —e—— © sea: y= (5)
y n,, -d €

De esta Gltima ecuacidn se puede ver aue si [a escala de los pesos elasticos n,,
es igual a la escala del coeficiente de elasticidad ¢ las ordenadas de la elastica que-
dan medidas a ia escala de longitudes.

b) En el caso en que hayamos adoptado una escala arbitraria m,, para los mo-
mentos de los pesos elasticos (como es el caso de nuestro ejemplo numérico} v se
trata de determinar la escala de las ordenadas de la elastica, conocido ¢l médulo de
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elasticidad del material £ = 400,000 toneladas metros cuadrados (concreto), tendre-
mos, reemplazando en (4) el valor de = sacado de (17:

E
Mo == gy l. -
e
de donde
n, my,
2 L

reemplazado este valor en (3),

m,, . m,, = 1000
y=—— en nuestro ejemplo ' .
IS) E =1400.000
lueso
1060 !
v = — metros, o sea, [ mm, =——-—
[.400.000 i 400 ’ i.400

o sen | mim. del depurado representa 4.7/ mm. de deformacion real.

CASO IEN QUE FL APOYO B ESTA SUIETO A SENTAMIENTOS BLASTICOS

Este caso muy frecuente en la pricrica, en el cual el punto B se apoya sobre
una viga, se puede resolver facilmente por aproximaciones sucesivas con este mé-
todo,

En efecto, conocido el valor de u, podremos determinar la reaccidn Rg, v, por
lo tanto, fa flecha en el punto B3, que tomara bajo esta carga la viga que le sirve
de apovo.

Sea BB’ la flecha Y supongamosla igual 2 § mm. llevandola a la escala de orde-
nadas de la elastica gue acabamos de determinar, resulta £=5 X 0,71 =355 mm.;
copiando {figura 11) a partir de 13’ el valor del momento de los pesos elésticos po-
sitivos 2, (L. —u,) = M, = 49.700 tonelada metro, obtendremos en AA’ el nuevo
valor del momento Jde los pesos elésticos negativos @7, -» =505 mm,, o sea =
30,500 tonelada metro, de donde el valor de;

30,500
ﬂ”n :W = 10350
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v el momento g” 4 en el apoyo serd:

10,550x10 ‘
g s 2 21 60 tOTITT,
4,874

El descenso del apoyo B ha significado por lo tanto un aumento del momento
de empotramiento de 27,60-—79.86 =1 74 tonelada metro.

Conocido el nuevo valor del momento de empotramiento, seria necesario deter-
minar Ja nueva reaccidn 3 y por lo tanto la nueva flecha que tomaria ia viga de
apoyo.

En nuestro ejemplo la variacion el momento de empotramiento fué suficiente-
mente pequenia (menor de un 109:) como para considerar que la nueva flecha di-
ferirda muy poco de la anteriormente calculada, el nuevo tanteo se hizo, pues, inne-
cesario.

(Cantinuard).





