
MOMENTOS MÁXIMOS DE FLEXION QUE PRODUCE 
EL PASO DE UN TREN SOBRE U N PUENTE 

POR A. OHRECIIT 

Un estudio publicado úl t imamente por lo;; ~ei'lores Trueco i !!lardones ( 1) me ha 

sujerido la idea de dar a conocer una sol ucion sencilla i enteramente g rlifica de varios 

problemas relacionados con la determinacion de los momentos máximos de flexion en 

una viga sobre dos apoyos. 
No tengo b ~egu ridad de que esta solucion sea nueva, pero no la he encontmdo en 

ninguna de las obras de mecánica aplicada que he tenido a la vista i, por lo tanto, he 
pensado qne habri <~ tal vez algun interesen publicarla en nue¡:tros ANALES. 

Ademas, i para que la lectura de este artículo sea mas fácil, he recordado los teore­
mas de mecánica que sirven de base a toda la teoría. 

CO NSlDEHACIONES PRELIMINARES 

Se demuestra en h Mecánica Racional , qne las fuerzas elásticas que atraviezan una 
seccion cualquiera de un cuerpo en reposo i representan la accion de una de las partes A 
sobre la otra 8, forman un sistema eq ui vale n te al de las fuerzas exteriores que obran 

sobre A; en efecto, los dos sistemas de fuerr.as equil ibran las que obra n sobre B. 
Este teorema permite calcular de ante mano las d imensiones de b s diversas seccio­

nes de un cuerpo para que éste pueda ?'esistü· a un sistema dudo de fuerzas exteriores. 

En el caso de una viga horizontal sobre dos apoyos simples, las fuerzas exteriores 

comprenrlen los que obran directamente sobre la viga i las reacciones de los dos apoyos; 
todas ellas son verticales i repartidas simétricamente, resp~cto de un mismo plano ,·ert i­
cal que contiene los cent ros de g ravedad de todas las secciones t rasversales. 

En una cualquiera de estas secciones, las fu erzas elásticas que representan la accion 

rle la. parte izquierda de liL viga sobre la derecha, son equi valente~, en el centro de gra­

vedad de la scccion, a una resultan te jeomé~ri ca '1.' i a un par de momento M. 

(1) AJSAI.ES nF.J, 1:-~sT JTllTO P F. b.JE:-I JERos, Jfi de Marzo de l\105. 
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Segun el teorema e nunciado mas arriba, el sistema T, M es eyuivalcutc tambien al 

!iÍstema de las fu erzas ex teriot·es que obran a la izq 11 ierdn de la seccion; pero todas ellas 

son verticales, luego '/' es una fuerza ' 'ertical igual a la suma nlj ebmica de las fuerzas 

situadas n la izq uierda de la seccion i el eje de l pnr es perpendicular al plano de s imetría 
de las fuerza.<;: su momento M es igual a la s uma de los momentos de las mismas fu erzas 

respecto del ceutro de gravedad de la seccion: 1' es el e~lt~erzo cortcmte i ,11 el rnmnen to 

de .ffex io?l. 

HEI 'RESEN'I'ACIUN GHÁFICA !JEL MOMENTO VE f 'LEX IUN 

Pam calcula~· la suma de los momentos de las fuerz;\S exteriores que obran a la 

izc¡uierd;\ de una seccion se puede, e n primet• lugar, reemplazar estas fu erzas por otras 

eq uival entes situadas en el plano-de simetría; ~ean e n e~ t e pl .mo (fig. 1) A i B los puntos 

rle apoyo de la viga; 1, 2, 3, 4 las fuerzas que obran directn.mente sobre elln., R i R' las 

reacciones de los apoyM; e~ b e el el polígono de las fuerzas i 0 R F G H D un polígono 

funicular cualquiem, de polo O. Ln. pnm.lela Oh n. la cuerd>\ GD del polígono funicular 

define e ntónces las dos reacciones R i R '. 
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Sea S eL centro de gravedad de una seccion; si se cuentan los momentos positiva­
mente de izquierda a derecha, se tiene, en el punto considerado, 

M = R. AS-(-! ). H'S-(3). G'S 

Comparemo~ nhorn los triángulos semejantes DK~'\', Oh e i ~ea 1) la distnnciu polflr, 

tendremos 

Luego, si se observa que he el! iguala R, 

R. Aí:; = p. KN 

Se obtiene, de IR. misma manera, 

l4). H'S=p. KL 

(3). G'S=p. Ul 
l'or consiguiente 

M = p. (KN - K L-LM ) = p. MN 

Segun esto, el momento ele jlexion, en 1~na seccion S, es el p1·oclucto de la distan­
cia polar ele un polígono funicular cualquiem ele las fue?·zas pm· el segmento intt'l·­
ceptculo, sobre el ve1·tical de S, por el poUgono funicular i su cue1·da. 

CONSECUENCIA 

Cuando las fuerzas que obran directamente sobre la viga tienen todas un mismo 

sentido, como sucede precisamente en la práctica, las inclinacionel! de lo$ Indos consecu­
tivos de un polígono funicnlur r.nalquiera de est.as fuerzas varían como las de los radios 

polares, es deci r, en un mismo sentido, desde el primero hasta el úl t imo, por consigu.iente, 
habrá, en jcneral, una posicion de la seccion Si una solct que correl!ponderá a un máxi­
mo del momento de flexion; esta posicion coincirle evidentell'\ente con In línea de accion 

de una de las fuerzas, i ésta se encuentra comprendida entre los dos lados del polígono 
funicular, cuyas inclinacion e~ relativas, respecto de la cuerda, son de signos contrarios. 

Para determinar esta línea de accion basta obsen·ar que, en el polígono de las fuer· 
zas, los do!! h\dos del pollgono funicular definidos mas arriba son parulclos a los mdio~ 
polarel', entre los cuales está comprendida In parn.lela a la cuerda; por ej emplo, en la figu­

ra 1, el punto h de la recta O h, paralela a la cuerda, cae sobre la fuerza 2, luego la 
linea de acción de la fuerza 2 es la que corresponde al máximo del momento de Ae)[ion 
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Si un lado del pollgono funiculnt· es paralelo a la cuerda, el momento de fl'éxion 

queda constan te en todas las secciones comprendidas ent re las dos fuerzas que limitan el 

Indo considerado, i es mayor que el momento de flexion en otra seccion cualquiera. 

YAHIACION D~L MO)I~STO D~ I· L~X ION f;N UNA l:i~CCION CU ANDO EL CONJUNTO m; 

LAl:i FU ~R;I,A~ :-;~ THAi-;I.ADA I'AIIAL~LAME!'In; A sf MIS~IO 

:::;upongamo8 •¡ttn, en la tigum 1 , las cuatro fu erzas 1, :¿, 3 i 4, tengan una m1sma 

tmslacion hori zontal de izquierda a derecha. Para determin:u· la variacion correspondien· 

te rlel momento de flexion, en la seccion S, se puede su poner que el sistema de las fuerzas 

'JUCd>l fij o i que los dos puntos de apoyo A i B,junto con la seccion S, se trasladan de la 

misma cantidad de derecha ll izquierda. 

En esta hipótesis, el polígono funicular queda fijo i el estremo .11 del segmento MN 
describe sucesivamente los lados de este polígono; demost raremos q ue el otro extremo N. 
describe tambien un poligono. 

Sean, en efecto, ( fig. 2) A , S, B i A', S', !;' dos posiciones eonst'cuti vns de los puu . 

tos de apoyo i rle la seccion: C D i C' lJ' las cuerdas corre~pondicntes del poligono funi· 

cular; M Ni 1/' N' los sPgrnentos que definen los momentos de tl ~xion en S i $'. T race· 

mos, por D' i C', rios rectas pamlclas a C D hasta su intcrscccion en H i G con la vertiral 
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Fig. :.! 

de S' i prolongamos D' li ha~ta su intcrseccion ·E con 0' B' . Las dos rectas N G, N H 
son respectivamente pamlelas a CC' i DD' i, cuando los puntos C' iD' recorren los lados 

extremos del polígono fuuicular, los puntos G i H describen las rectas N G i 1V H. 
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Sen. x la distancia constante de la seccion S al punto de apoyo A i lladistanciiJ AB; 
se .tiene evidentemente. 

O bien, ~; i ~e observa que 0' E es ig ual a Gil, 

N' H X 

G' H 

Segun esto, u medida que los puntos G i 11 describen las dos rect.as NG iN H, el 

punto .N' divide el segmento vertical a 11 en una razon constante; el lugar jeomé1rico de 

este pun to es, por consiguiente, una recta. 

La inclinacion d e esta recta depende de las inclinaciones de los lados del polígono 

funicular que se encuentran a plomo de los puntos d e apoyo, i cambia cuando uno u otro 
de los apoyos encuen t ra la 1 í nea de accion de u na fuerza. En resú m en, e l 1 ugar j eométrico 

de los puntos N es un pol ígono; lo llamaremos, para abreviar, e l polígono de jlexion de l(t 

seccion S . 

FU KMA DEL POLÍü UNO OE FLEX!O:-< 

S en (tig. :3) u u ~ is t,ema d e cuatro fue rzas i uria viga 11 H de lonjitud l. Para dibu­

jar el polígono de tlexion de una seccion S, sit uada a la distancia x del punto de apoyo A, 
se consideran la~ dive rsas fases q ue pueden pre8entarse desde <ple la primera fuerza 1 

entra en la viga ha.stn que In fuerza 4 salga de e lla. 

Supon~rernos, como mas arriba, que las líneas de accion de las fuerzas quedan fijas 

i que la vig a, junto con la seccion, se trasladan de derechn. a izquie rda. 

En la primera fase, el pun to de apoyo A pasa de la línea de accion de 1 a la línea de 

nccion 2 i la ve:'tical , de este punto recorre el Indo 1 - 2 de l polígono funicular, la del pun­

to de apoyo B recorre e l primer lado del polígono funicular desde 1' hasta :t. La vertical 

de la !'eccion pasa ta.mbien de J/o en M i la distancia horizontal de estos dos pun tos es 

igu•d a la distancia horizontal 1·2; fi na.lmente, In cue rda del polígono fu nicular coincide, 

primero con el primer lado de este polígono i toma despues la posicion 2 -2'. 
El punto N del polígono de Bexion estará. sobre la cue rda i la ver t ical del punto 11/; 

sin embargo, se puede obtener directamente su posicion sobre la cue rda !:-2' si se observa 

que este punto di vide la cuerda en la razon de x a l. 
U na vez obtenido e l punto N , la recta M. N será el primer lado del polígono de 

flexion. 

Tracemos, por el polo O, una paral ela On a 1'rf0 N; los radios polares p!irnlelos a los 

lados recorridos por l o~ extremos de la cuerda son respectivamente paralelos a O a i O b, 
luego el punto n divide el segmento a b en la razon de :t u l. 

En la segunda frase, e l punto de apoyo / 1 recorre el in tervalo 2 - 3 i las dos fuerzas 

35 J U LIO 
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1 i 2 obran sobre la viga; lu cuerda pasa de la posicion 2-:¿' a la posicion 3 -· 3' i el punto 
N viene en P. El punto P divide la cuerda 3 - 3' en la ra.zon de x a l. Ade mns, la para· 
lela O n ' a N P divide el segmento a e en la misma razon. 

Se obtienen de la misma manera los lados siguientes del polígono de flexion i se ob­
serva que las inclinaciones sucesivas de estos lados varían en uo mi~mo sentido, desde el 

primero hasta el último, como en el polígono funicular. 
Segun esto, los dos polígonos, son convexos i tienen ~u convexidad a un mismo 

lado de la viga; ndemas el polígono de tlexion está comprendido entre el poligono funi­

cu lar i la viga. Los vértices de l primer pollgono coinciden con las líneas de accion de las 
fuerzas i los del polígono de fl exion corresponden a los pasos de uno u otro punto de 
apoyo por estas mismas lineas de nccion. 

\ 

\ 
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blOMENTO MÁX IMO DE f' I.K'\ I UX EN UNA SECCIUN L>A DA 

Como e l mome nto tic tl exion eu uua sccci<m de la viga es proporcional al segmento 

interceptado sob re una ver tical por los dos polígonos funicular i de tlexion, es evidente 

que su máximo no puede tener lug.u· sino cuando uno u otro estremo del segmento pasa 

por un vért ice de uno de los polígono~; pero si !:'C toma en cuenta la forma del polígono de 

Aexion, se averig ua que solo habrá máxinro cuando el estremo superior del segmento en­

cuentre un vért ice del polígono fnni c•tdar. 

Por consiguiente, los máximos ele .tle.cion, en una. seccion cualquie?·a, se zn·oducen 
necescwiamente ctLanclo unn ele las ftwrzas está a plorno ele. la seccion. 

Veamos ahora cómo se puede determinar la fu erza que corresponde a un máximo del 

momento de tlexion. 

Consideremos, en la fig ura 3, la fase dur·ante la c ua l las cua t ro fuerzas se encuent ran 

encima de la viga. A esta fase corre:;ponde el lado E F del polígono de tlexion i una parte 

determinada del polígono funicul ar. 

Pa ra qne haya 1111 máximo del momento de flexion en la fase considerada es nece­

sario evidentemente que las inclinaciones re lati vas, respecto de E F, de dos lados conse­

cutivos de la parte del polígono funicular q ue se encuent ra encima de E [?sean de signos 

distintos. 
Tracemos entónces Om paralelo a E P; el pu nto m. cae sobre la fuerza 2, luego la 

inclinacionde EF es inter media entre las de los lados (1-2) i (2-3) del pollgono funicu­

lar i habrá máximo del momento de tl exion cuando la linea de accion de la fuerza 2 se 

encont rara a plomo de la seccion. 
En la fase correspondiente al iado /'E las fuerzas 1, 2, 3 se encuentmn encima de la 

viga i la para lela O n" a P E corta la fu erza 2, pero la línea de accion de esta fuerza no 

corta PE, luego los lados de la par te rlel polfgono funicular q ue se encuentran encima 

de P E no tienen inclinaciones relativas de s ignos distin tos respecto de PE i no hai má­
ximo de Rexion en la fase considerada. 

En las demas fa~es del ejemplo e lejido, ninguna línea de accion corta los lados de l 

políKono de Rexion i, por consig uiente, no hai mtíximo del momento de fl exion en nin· 
guna de ellas. 

Si uno de los lados del polígono fu nicular que se encue ntran encima de E J.? est•tviera 

paralelo a E P, el lado(;! - 3) por ejemplo, el momento de tlexion quedaria constante en 

todas la·,; posiciones de la seccion S comprendidas en tre los ver t icales de 2 i 3 i seria ma­

yor r¡ue los demas, pero si una de las vert icales 2 o 3 no cortara E P el momento de flexion 

correspondiente no ~ería má ximo. 

En el caso j eneral de un sistema cualquiera de fuerzas, podrán haber varios máxi­

mos de flexion, en una misma seccion de la viga, pero en cada fase, es deci r, para cada gru­

po de fuerza~ Cl ue se encuentra e ncima de la viga, corresponderá. jcnera lmente un solo 

máximo o ninguno. Por escepcion pod ni haber en una misma fase una infinidad de máxi­

mos iguales e nt re ~í cuando dos lados de los dos polígonos son para lelos. 
Este resultado concuerda con la fórmula usual; en efecto, sean P una de las fuerzas, 
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i su número de órdcn, n e l número de las fuerzas que se encuentran encima de la viga; 

los segmentos e rn, e e i e b de la figura ::l ti enen, en e l caso jeneral , los valores s ig uientes: 

,¡; , , l' 
c m=¡"' 

" c b = ~ l' 

11 

e e= L 1' 
i ,... , 

i la conrlicion para que haya nuíximo e n la liLse considerad<L es: 

n , u 

~ p < ·,·- ~ p < " p 
¡.¡ , 

f:>in e mba rgo, las e~plicacion e~; que se han dado mas arriba muestran que In cond i­

ciou así obtenida es necesaria, pero no suficiente: es preciso todavía que la línea de ac­

cion de la fuer·za d e rang o í enc uent re e l lado corre~pond i enLe del polígono de fiex iou. 

MOME:-<TO DE t'LEXWN MÁ XIMO MAXI MORUM 

Cuando se han t razado lal:l cuerdas de l pol ígono fun ic ular que separan las d iversas 

fase11, se distingue inmed iatamente en que fase se producirá. el máx imo maximorum. Por 

eje mplo, en ht figura 3, este máximo tiene lugar c ua ndo e l conju nto ele las cuatro fuer­

:t.ns se encuentra encima de la viga. 

Pam determinarlo con cierta. exacti t ud se intercalan ent re las dos cuerdas que limi­

tan la fase un número suficie ntemtmLe g rande de cuerdas in termedias. 

En la figura 3 1as c uerrlas que li mitan la fase considerada !'On 4- 4' i 1- 1'' ; se divi­

den e ntónces los segmentos 1- 4' i 4-1" en el mismo m'tmero de pa rt es ig uales i se unen 

los puntos de division consecutivas. 

Las c ue rdas as i in tercaladas envuelven una parábola.de P-je vcr t.icnl, pero es inútil 

dibujar esta c urva i es prefe rible intercalar el mayor número posible de cuerdas. El grá­
fico permite entónces determinar, a la vez, el valor máximo mnximorum del momento de 

fiexion, la seccion correspondiente de l 1 ~ viga i la posicion de sus puntos de apoyo respec­

to d el sistema de las fue rzas. 

En la práctica es con veniente ctibuj ar un polígono funicular que tenga una dista n­

cia polar peq ueña pa ra que las varinciones del segmento que define el momento de fiexion 

sean mafl g ra ndes. 




