MOMENTOS MAXIMOS DE FLEXION QUE PRODUCE
EL PASO DE UN TREN SOBRE UN PUENTE

POR A. OBRECUT

Un estudio publicado dltimamente por los sefores Trucco i Mardones (1} me ha
sujerido la idea de dar a conocer una solucion sencilla i enteramente grafica de varios
problemas relacionados con la determinacion de los momentos méximos de flexion en
una viga sobre dos apoyos.

No tengo la seguridad de gue esta solucion sea nueva, pero no la he encontrado en
ninguna de las obras de mecdnica aplicada que he tenido a la vista i, por lo tanto, he
pensado que habria talvez algun interes en publicarla en nuestros ANALES.

Ademas, i para que la lectura de este articulo sea mas fdcil, he recordado los teore-
mas de mecdnica que sirven de base a toda la teoria.

CONSIDERACIONES FRELIMINARES

Se demuestra en la Mecdnica Racional, que las fuerzas eldsticas que atraviezan una
seccion cualquiera de un cuerpo en reposo i representan la accion de una de las partes 4
sobre la otra B, forman un sistema equivalente al de las fuerzas exteriores que obran
sobre A; en efecto, los dos sistemas de fuerzas equilibran las que obran sobre B.

Este teorema permite calcular de antemano las dimensiones de las diversas seccio-
nes de un cuerpo para que éste pueda resistir a un sistema dado de fuerzas exteriores.

En el caso de una viga horizontal sobre dos apoyos simples, las fuerzas exteriores
comprenden los que obran directamente sobre la viga i las reacciones de los dos apoyos;
todas ellas son verticales 1 repartidas simétricamente, respecto de un mismo plano verti-
cal que contiene los centros de gravedad de todas las secciones trasversales,

En una cnalquiera de estas secciones, las fuerzas eldsticas que representan la accion
de la parte izquierda de la viga sobre la derecha, son equivalentes, en el centro de gra-
vedad de la seccion, a una resultante jeométrica I'i a un par de momento M.

(1) AxarLes per InsTrruTo pE INJENIEROS, 15 de Marzo de 1905,



260 A. OBRECHT

Segun el teorema enunciado mas arriba, el sistema I, M es equivalente tambien al
sistema de las fuerzas exteriores que obran a la izquierda de la seccion; pero todas cllas
son verticales, luego 7" cs una fuerza vertical igual a la suma aljebraica de las fuerzas
situadas a la izquierda de la seecion i el ¢je del par es perpendicular al plano de simetria
de las fuerzas: su momento M es igual a la suma de los momentos de las mismas fuerzas
respecto del ceniro de gravedad de la seceion: 1" es el esfuerzo cortante i M el momento
de flexion.

REPRESENTACION GRAFICA DEL MOMENTO DE FLEXION

Para calcular la suma de los momentos de las fuerzas exteriores que obran a la
izquierda de una seccion se puede, en primer lugar, reemplazar estas fuerzas por otras
equivalentes situadas en el plano-de simetria; sean en este plano (fig. 1) 4 1 B los puntos
de apoyo de la viga; 1, 2, 3, 4 las fuerzas que obran directamente sobre ella, R i R’ las
reacciones de los apoyos; @ b ¢ d el poligono de las tuerzas i C K F G H D un poligono
funicular cualquiera, de polo (). La paralela Ok a la cuerda CD del poligono funicular
define entdnces las dos reacciones R i R".
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Sea 8 el centro de gravedad de una seccion; si se cuentan los momentos positiva-
mente de izquierda a derecha, se tiene, en el punto considerado,

M=R.AS—(4) H'S—(3).G'S

Comparemos ahora los tridgngulos semejantes DKN, O hei sea p la distancia polar,
tendremos

AS KN

P he
Luego, si se observa que A e es igual a R,
R. AS=p. KN
Se obtiene, de la misma manera,
(4). H'S=p. KL

(3). G’S=p. LM
Por consiguiente

Segun esto, el momento de flexion, en una seccion S, es el producto de la distan-
¢t polar de un poligono funicular cualquiera de las fuerzas por el segmento inter-
ceptado, sobre el vertical de S, por el poligono funicular i su cuerda.

CONSECUENCIA

Cuando las fuerzas que obran directamente sobre la viga tienen todas un mismo
sentido, como sucede precisamente en la practica, las inclinaciones de los lados consecu-
tivos de un poligono funicular cualguiera de estas fuerzas varian como las de los radios
polares, es decir, en un mismo sentido, desde el primero hasta el 1ltimo, por consiguiente,
habrd, en jeneral, una posicion de la seccion S i wna sola que corresponderd a un maxi-
mo del momento de flexion; esta posicion coincide evidentemente con la linea de accion
de una de las fuerzas, 1 ésta se encuentra comprendida entre los dos lados del poligono
funicular, cuyas inclinaciones relativas, respecto de la cuerda, son de signos contrarios.

Para determinar esta linea de accion basta observar que, en el poligono de las fuer-
zas, los dos lados del poligono funicular definidos mas arriba son paralelos a los radios
polares, entre los cnales estd comprendida la paralela a la cuerda; por ejemplo, en la figu-
ra 1, el punto & de la recta O &, paralela a la cuerda, cae sobre la fuerza 2, luego la
linea de accidn de la fuerza 2 es la que corresponde al méximo del momento de flexion
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Si un lado del poligono funicular es paralelo a la coerda, el momento de flexion
queda constante en todas las seceiones comprendidas entre las dos fuerzas que limitan el
lado considerado, 1 es mayor que el momento de flexion en otra seccion cualquiera.

) yor q q

VARIACION DEL MOMENTO DE FLEXION EN UNA SECCION CUANDO EL CONJUNTO DE
LAS FUERZAS SE TRASLADA PARALELAMENTE A Si MISMO

Supongamos que, en la tigura 1, las cuatro fuerzas 1, 2, 31 4, tengan una misma
traslacion horizontal de izquierda a derecha. Para determinar la variacion correspondien-
te del momento de flexion, en la seccion §, se puede suponer que el sistema de las fuerzas
queda fijo 1 que los dos puntos de apoyo A 1 B, junto con la seccion S, se trasladan de la
misma cantidad de derecha a izquierda.

En esta hipdtesis, el poligono funieular queda fijo i el estremo M del segmento MN
describe sucesivamente los lados de este poligono; demostraremos que el otro extremo N,
describe tambien un poligono.

Sean, en efecto, (fig. 2) A, S, Bi A, &, /3 dos posiciones consecutivas de los pun.
tos de apoyo i de la seccion: € D1 ¢ D' las cuerdas correspondicntes del poligono funi-
cular; M N1 1/’ N los segmentos que definen los momentos de flexion en 81 8" Trace-
mos, por D" i €', dos rectas paralelas a C' D hasta su interseccion en H i (7 con la vertical

Fig. 2

de 8’ i prolongamos /' H hasta su interseccion £ con ¢” B’. Las dos rectas NG, N H
son respectivamente paralelasa CC’1 DIV i, cuando los puntos €’ i D’ recorren los lados
extremos del poligono funicular, los puntos G i H describen las rectas N ¢ i N H.
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Sea z la distancia constante de la seccion § al puntode apoyo A 11 ladistancis 4 B;
sc tiene evidentemeénte.

N'H X

CE T
() bien, si se observa que ¢V & es iguala /'],

N'H X

WH T

Segun esto, a medida que los puntos & 1 £/ describen las dos rectas NG i N H, el
punto N divide el segmento vertical G /1 en una razon constante; el lugar jeoméirico de
este punto es, por consiguiente, una recta.

La inclinacion de esta recta depende de las inclinaciones de los lados del poligono
funicular que se encnentran a plomo de los puntos de apoyo, 1 cambia cuando uno u otro
de los apoyos encuentra la linea de accion de una fuerza. En restimen, el lugar jeométrico
de los puntos N es un poligono; lo llamaremos, para abreviar, el poligono de flexion de la
seccion S,

FORMA DEL POLIGONO DE FLEXION

Sea (fig. 3) un sistema de cuatro fuerzas i una viga A B de lonjitud {. Para dibu-
Jar el poligono de Hexion de unaseccion 8, situada a la distancia .« del punto de apoyo 4,
se consideran las diversas fases que pueden presentarse desde (ife la primera fuerza 1
entra en la viga hasta que la fuerza 4 salga de ella.

Supondremos, como mas arriba, que las lineas de accion de las fuerzas quedan fijas
i que la viga, junto con la seccion, se trasladan de derecha a izquierda.

En la primera fase, el punto de apoyo A pasa de la linea de accion de | alalinea de
accion 2 1 la vertical, de este punto recorre el lado 1- 2 del poligono funicular, la del pun-
to de apoyo B recorre el primer lado del poligono funicular desde 1’ hasta 2. La vertical
de la seccion pasa tambien de M, en M i la distancia horizontal de estos dos puntos es
igual a la distancin horizontal 1-2; finalmente, la cuerda del poligono funicular coincide,
primero con el primer lado de este poligono 1 toma despues la posicion 2 —2',

El punto IV del poligono de flexion estard sobre la cuerda i la vertical del punto M;
sin embargo, se puede obtener directamente su posicion sobre la cuerda ©—2’ sise observa
que este punto divide la cuerda en larazondex a L.

Una vez obtenido el punto N, la recta M, N serd el primer lado del poligono de
flexion.

Tracemos, por el polo O, una paralela On a M, N; los radios polares paralelos a los
lados recorridos por los extremos de la cuerda son respectivamente paralelos a Oa i 0b,
luego el punto n divide el segmento « b en la razon de x a [.

En la segunda frase, el punto de apoyo /I recorre el intervalo 2—3 i las dos fuerzas

35 JULIO
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Fig. 3

112 obran sobre la viga; la cuerda pasa de la posicion 2—2’a la posicion 3--3’ 1 el punto
AN viene en P. El punto P divide la cuerda 3—3’ en la razon de « a . Ademas, la para-
lela O m’ a N P divide el segmento a ¢ en la misma razon.

Se obtienen de la misma manera los lados siguientes del poligono de flexion i se ob-
serva que las inclinaciones sucesivas de estos lados varfan en un mismo sentido, desde el
primero hasta el iltimo, como en el poligono funicular.

Segun esto, los dos poligonos, son convexos i tienen su convexidad a un mismo
lado de la viga; ademas el poligono de Hlexion estd comprendido entre el poligono funi-
culari la viga. Los vértices del primer poligono coinciden con las lineas de accion de las
fuerzas 1 los del poligono de flexion corresponden a los pasos de uno u otro punto de
apoyo por estas mismas lineas de accion.
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MOMENTO MAXIMO DE FLEXION EN UNA SECCION DADA

Como el momento de tlexion en una seccion de la viga es proporcional al segmento
interceptado sobre una vertical por los dos poligonos funicular i de flexion, es evidente
que su mdximo no puede tener lugar sino cuando uno u otro estremo del segmento pasa
por un vértice de uno de los poligonos; pero si se toma en cuenta la forma del poligono de
flexion, se averigua que solo habra mdximo cuando el estremo superior del segmento en-
cuentre un vértice del poligono funicular,

Por consiguiente, los mdximos de flerion, en una seccion cualquiera, se producen
necesariamente cuando unw de las fuerzas estd a plomo de la seccion.

Veamos ahora cémo se puede determinar la fuerza que corresponde a un méximo del
momento de tlexion.

Consideremos, en la figura 3, la fase durante la cual las cuatro fuerzas se encuentran
encima de la viga. A esta fase corresponde el lado & F del poligono de Hlexion 1 una parte
determinada del poligono funicular,

Para que haya un mdximo del momento de flexion en la fase considerada es nece-
sario evidentemente que las inclinaciones relativas, respecto de £ F, de dos lados conse-
cutivos de la parte del poligono funicular que se encuentra encima de £ Fsean de signos
distintos.

Tracemos entdnces O paralelo a B F; el punto mi cae sobre la fuerza 2, luego la
inclinacionde E F es intermedia entre las de los lados (1—2) i (2-3) del poligono funicu-
lar 1 habrd mdximo del momento de tlexion cuando la linea de accion de la fuerza 2 se
encontrara a plomo de la seccion.

En la fase correspendiente al lado I’ K las fuerzas 1, 2, 3 se encuentran encima de la
viga 1 la paralela O n” a P F corta la fuerza 2, pero la linea de accion de esta fuerza no
corta P K, luego los lados de la parte del poligono funicular que se encuentran encima
de P E no tienen inclinaciones relativas de signos distintos respecto de P E i no hai m4-
ximo de flexion en la fase considerada.

En las demas faces del ejemplo elejido, ninguna linea de accion corta los lados del
poligono de flexion i, por consiguiente, no hai méximo del momento de flexion en nin-
guna de ellas.

Si uno de los lados del poligono funicular que se encuentran encima de £ F estuviera
paralelo a £ F, el lado (2—3) por ejemplo, el momento de flexion quedaria constante en
todas las posiciones de la seccion S comprendidas entre los verticales de 21 3 i seria ma-
yor que los demas, pero si una de las verticales 2 o 3 no cortara £ F el momento de flexion
correspondiente no seria maximo.

En el caso jeneral de un sistema cualquiera de fuerzas, podrdn haber varios maxi-
mos de flexion, en una misma seccion de la viga, pero en cada fase, es decir, para cada gru-
po de fuerzas que se encuentra encima de la viga, corresponderd jeneralinente un solo
maximo o ninguno. Por escepcion podri haber en una inisma fase una infinidad de méxi-
mos iguales entre si cuando dos lados de los dos poligonos son paralelos,

Este resultado concuerda con la férmula usual; en efecto, sean P una de las fuerzas,
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1 su numero de 6rden, n el nimero de las fuerzas que se encuentran encima de la viga,
los segmentos e mi, e ¢ i e b de la figura 3 tienen, en el caso jeneral, los valores siguientes:

em= ; zP

i
e b= I

i

n &
ce=x1

(]

i la condicion para que haya mdximo en la fase considerada es:

RS 1) v p
il !"‘l<—.'[

Sin embargo, las esplicaciones que se han dado mas arriba muestran que la condi-
cion asi obtenida es necesarin, pero no suficiente: es preciso todavia que la linea de ac-
cion de la fuerza de rango 7 encuentre el lado correspondiente del poligono de flexion.

MOMENTO DE FLEXION MAXIMO MAXIMORUM

Cuando se han trazado las cuerdas del poligono funicular que separan las diversas
fases, se distingue inmediatamente en que fase se producird el mdximo maximorum, Por
ejemplo, en la figura 3, este mdximo tiene lugar cuando el conjunto de las cuatro fuer-
zas se encuentra encima de la viga.

Para determinarlo con cierta exactitud se intercalan entre las dos cuerdas que limi-
tan la fase un nimero suficientemente grande de cuerdas intermedias.

En la figura 3 las cuerdas que limitan la fase considerada son 4—4'i 1—1"; se divi-
den entdnces los segmentos 1—4' i4—1" en el mismo niimero de partes iguales i se unen
los puntos de division consecutivas.

Las cuerdas asi intercaladas envuelven una pardbola.de eje vertical, pero es inttil
dibujar esta curva i es preferible intercalar el mayor niimero posible de cuerdas. El gra-
fico perinite enténces determinar, a la vez, el valor mdximo maximornm del momento de
flexion, la seccion correspondiente de la viga 1 la posicion de sus puntos de apoyo respec-
to del sistema de las fuerzas.

En la prictica es conveniente dibujar un poligono funicular que tenga una distan-
cia polar pequefia para que las variaciones del segmento que define el momento de flexion
gean mas grandes.
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