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3. ·- CÁLCULOS DEL ARCO DE PUENTE A TRIPLE ARTICULACION 

Empuje. - Reacciones ve1·ticales. - Owrva de p1·esion.- etc., ele. 

Calculat·emos estos elementos para las tres formas mas simples de solicitacion a que 
pueden estar sometidas las bóvedas en la práctica: 

a).- Carga pe?·manente unij01·memente repartida, segun la hcr1·izontat, en toda 
la luz. 

b).-Oa1·gc¿ aislada pe1-manente en un punto cualqt¿iera de la luz. 
e). - Sob?·eca?·ga móvil, unij01·mernente 1·eparlida -segt¿n la horizontr.d-cub?·ien­

do i descubriendo g·radualmente la luz. 
La primera forma (a) representa la solicitacion de los elementos de la vía (1·ieles, 

durmientes, last1·e), la f aja del 1·elleno de los t(mpanos con el espesor que tiene en la 
clave, i pa1·te del peso mismo de la bóveda. La segunda (b) es una de las fuerzas en las 
cuales puede descomponerse la carga no uniformemente repar tida (?·esto del relleno i de 
la bóveda). La tercera ( e), es un t1·en sal van do la 1 uz. Sabemos la significacion condicio­
nal de esta sobrecarga uniformemente repartida para las vigas rectas i arcos, que en e l 
caso de las bóvedas tiene espresion mas real por la interposicion de la capa elástica de 
lastre i relleno. • 

Supondremos para todos los cálculos, que el eje lonjitudinal - o fibra media- del 
arco es una. cualquiera de las curvas ~imples que se emplean (arco de circulo, elipse, par­
áboll\), pero simétrica respecto a la vcrticf.tl de la clave i con armnques a nivel, que son 
casi escl usivamente los (micos casos prácticos. 
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Advertiremos desde luego, que si entramos en las particularidades de los cálculos e~ 
por no haberlos encontrado con todo detalle i órden en los testos i revistas, i creyendo 
facili tar e l estudio. Trataremos de llegar a las ecuaciones finales r.on los símbolos a que 
muchos nos hemos acostumbrado desde los cursos universitarios. 

a).-Ca1·ga pe1·1n. tmif. rep.--segun la horiz.- en toda la luz. (fig. 3) 

Reacciones ve1·ticales R , i R~-Empuje Q.-Sea A 1 CA~ la fibra media de un ar· 
co. Hemos visto que los centros de articulacion A 1 , O i A 2 son punt.os forzosos de la cur­
va de presiones, por lo cual en las secciones de arranques i de clave solo hai com presion 
simple. Quiere decir esto, que si tomamos los momentos de todas las fuerzas (incluso 
reacciones) comprendidas entre dos articulaciones cualesquiera, al rededor de una de 
ellas, su suma alj ebráica será ce1·o. 

Tomándolos para A 2 entre A 1 i A 2 , se t.iene: 

2pl" - 2l R, =U, 
de aqui: 

Tomándolos para A 1 entre A 2 i A 1 : 

de donde 

R" = p l 
::! 

En estas ecuaciones no figura Q, porque su direccion pasa por .A 1 A • . · Resulta que 
ambas reacciones son iguales entre sí i a la mitad .de la carga total pl, lo que se podía 
prever por razon de simetría, como en el caso de la viga recta sobre dos apoyos. 

Los momentos paru, O, entre A 1 i O dan: 

7) l" + (.¿ l - R, l=O; 
::! • 

reemplazando R 1 por su valor anterior i despejando Q: 

Pudo tambien haberse determinado este mismo valor, entre A , i O, reemplazan­
do R 2 por su valor. 

Cu?'Va ele p1·esion. 
Asi como en los puntos de articulaeion el momento de Hexion es cero, a<;Í tambien 

sen\, en cualquier otro punto de la curva de presion Supongamos que A 1 CA, sea esta 
curva i M ( x, y) un punto de e lla. Para tener su ecuacion nos bastará espt·esar aljebrái-
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camente que la suma de los momentos de todas las fuerzas comprendidas entre un estre­
mo (A 1 por ej .) i M, tomados a l rededor de este punto, es cero. Se tiene 

. l - x 
p ( l - x l-- + Q (f- y >-R, (l - x)=O; 

:¿ 

reemplazando Q i R 1 por sus respectivos valores, 

(l- x)" pl". pl 
p--- +-- (j- y) - - - (l - x)=O· 

2 2( 2 ' 
i despejando a y, 

11J=L.~;~ . l ~ 

Resulta la ecuacion de una parábola del tipo y= - 1
- x" cuyo pará metro es 2 e= l" , 

2c f 
con vértice en el oríjen de las coordenadas(articulacion (0) porque solo hai término en x 2 , 

i de ej e vertical-el de las y-por ser esta la variab le que figura de primet· grado en la 

ecuncion. Como el parámetro no depende sino de la luz i flecha del arco, resul ta que la 

fibra media puede ser una cualq uiem. de las curvas empleadas en la práctica, s in dejar de 

ser esa mi~ma p.-mi.bola la cur·va de presion. 

Tanjente de la ctwva de pn~ion. 
La inclinacion de la tanje nte sobre la horizontal-o bien su coeficiente angular 

tj a respecto al eje de las x- es: 

. dy 2f 
fJ a= --= - - x 

d X l 2 

que se obtiene de ri vando los dos miembros de la ecuacion de la curva y= e X 2 respec­

to a y. 
Para x =O ( la clave),lj a=O, a=O; luego la tanj en te es horizontal. 

Para valores crecientes de x , la inclinacion tj u crece tambien. 

I para x = l (arranques), tj a = 2 f; es decir, el doble de la inclinacion de la recta 
l 

que une A 1 con O. (Los valores de y se deducen de la ecuacion de la curva). 

Esfuerzo norrnal N. 
El esfu erzo norma l en una seccion trasversal del arco, es la componente norma l a 

esa seccion de In resul tante de las acciones cl!l:stie<ls. Si las secciones t1·asversales se t?·a­
zan pe1pendicularrnente ct la cu1·va ele p1·esion, las componen tes normales se confun­

dirá n con las resultantes mismas que tie nen la. direccion de la tanjente t\ la curva (propie ­

dad de la curva de presion); como aclcmn:s la pl'oyeccion horizontal de sus intensidades es 

igual a l empuj e Q ya conocido, se tendrá en una Seccion cualquie ra, 

Q=Ncos a; 
o bien, 
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Se ve por esta espresion, que N crece en razon in versa de cos u (directa con el án­
gulo). En consecuencia, el menor valor de N estará en la clave i el mayor en los nrran· 
ques, i su espr.esion analítica, en uno i otro caso, será: 

¿·· 
(clave) N = Q= ~ j-; 

p l• J - 4-¡··- J -! ¡ ·· 
(arranques) N= - '2 f 1 + T = (J 1 + -l~-

b). Carga aislada pe1-manente P.-(fig. 4) 

Reacciones 1•erticale8 R 1 i R 2 .-Empuje Q. 
Tomemos los momentos para A ~, entre A 1 i A~ : 

P (2l-s)-2l R , = 11; 

luego, 

){ = P ( I _ ..!..._ ) 
' :¿ ( 

luego, 
H .• = P 8 

- TI 

'Tomándolos con respecto a G, entre este punto i uno de los arranques (A 1 por ej.): 

P (f - sJ+Q(-R1 l=O; 

reemplazando R, i despejando Q: 

Q= !' ~~! 

Cu1-vc~ de p1·e8ion. 
Supongamos un punto incógni to ( x , y ) de esta Clll' Víl. a la derecha de la fuerza P, 

tomemos los momentos a su alrededor para las fuerzas comprendidas entre él i A, : 

Q (j- v) - R¡(l - x )=Ú 

reemplazando Q i R, i despejando y: 

f (2 l- 8) 2 f (l - 8 ) 
V= . ls x - 8 

Resulta una ecuacion de la forma V= a 'l: + b, representando una recta que debe 
arrancar de A 1 , que pasa fuera del oríjen (porque hai término constante), i cuya inclina· 

cion sobre la honzontal es: lj a= f (Zll- 8
) (coeficiente de x). 

8 
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Tomnndo l o~:~ moment.os para otro punto ( x, y) de la curVil incógnita, situado a In 
i1.quierda ?e P, i pam lns fn er?.<l.S com prendidas ent re é l i el arranque A 2 : 

R~ (l+ x ) - .Q (j-y) = O; 

reemplazando R 2 i Q, i d c¡;pcjando y: 

Y=_f_ x · 
l ) 

ecuncion del tipo y= a x, representando una rcctn que arranca de A 2 i pasa por el orfjen 

(porque no hni término constn~te) con inclinacion tj a=-+ respect;o n. la horizon tal. 

Esta rect.a debe cortar for?.osamente a In anterior sobre la línea de accion de la fu erza P, 
n fin de qne cierre e l polígono funicular A 1 OA 2 , q ue es In curva incógni tn. Pnrn cercior­
arse de ello, basta introducir en las ecuaciones de la.s dos rectn.'3 In abscisa (l - s) de esta 

fuerza: se tendrá un mismo valor y = - { (l- B). 

Esfue?·zo nO?"YYtal N. 
Su direccion se confundirá con las rectn3 A 1 O, o' A 2 O, segun el trozo. 
Para A 1 O tenemos: 

i pnm A 2 0: 

Una variante de esta forma de solicitacion es el caso de dos fuerzas iguales P, si­
métricns respecto n In articulncion C. (fig. 5). 

Es evidente que se tiene: 

R 1 =R2 =P 

Q1 =2Q=P; 

Tomando los momentos pnm un punto (x , y) de la curva de presion incógnita., si­
tundo dentro rle !1\S dos fu erzas, entre este punto i nno de los nrrnnques (el A; po1· ej.) 
se t iene: 

R" ( l+ x)- Q(j-y) - P ( l - s + x ) = O; 
i reemplnznndo R" i Q: 

P s -¡ y=O; 

luego, 
y=O; 

que representa el ~jc de In ~e. Por tanto, In curvo. de p1·esion entre lns dos fuerzns es el 
mismo ej e de In x. 

5-0JCIRMRRE 
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Para un. .punto de 1~ curva comprendido entre una de las dos fuerz!\i! Pi elarranc¡ue 
mas próximo (el A 1 por ej.), se tiene: 

luego, 
Q (l- y) -R1 (l- x)=O; 

1 1 . y = - x - - (l - s) 
S S 

que representa la recta A, 0 1 • 

Del mismo modo :;e tendrá entre Pi A 2 la recta A 2 0 2 • 

Por consiguiente, la curva total de presiones es el polígono A 1 0 1 O~ A 2 • 

Este caso de solicitacion representa en h s bóvedas la accion de una parte del relleno 
situado bajo la clave i del peso de bóveda que no es uniformemente repartido. 

e / .-Sobrecarga móvil unif rep. - segun la horiz. - cub?'Íendo i descubriendo gra­

dualmente la lt~z. 

Subdividiremos el es tudio en tres cnsús; sen . .,. la sobrecarga por m. c. 
1.0

. - Ouando está cubierta toda la luz. 
Es un caso idéntico a la solicitacion (a) i sus fórmulas son iguales, pet·o figut·ando 1r 

en lugar de p. 
2.0.-Cuando está cubim·ta una semi-luz. (La de la derecha por ej., fig. 6). 
Reacciones verticales R 1 , R 2 . - Empuje Q. 
Momento en A 2 , entre A 1 i A 2 : 

Momento en A 1 entre A 2 i A 1 : 

2 
3 

7r [2 
2 l R - -- = 0 

2 2 ' 

Momento en C', entre O i (Av por ej.) 

7r l2 
- :t- + Q I-R1 l = O, 

7r l 2 
Q=4T· 

Curva de presion. 
Tomando los momentos en torno de un punto. cualquiera ( x , Yl de la semi-luz car­

gada, entre ese punto i (A 1 por ej.): 

.,. (l - x) 2 

2
. +Q (/-y)-R1 (l - x )=O 
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i de aquí, 

' 
que es la ecuacion de un arco de parábola de eje vertical (por estar y al primer grado), 
paralelo al eje de las y, con vértice fuera del eje de las x i una rama pasando por el or{­
j en (porque hai término en a:). 

El coeficiente angular ( tj a) de su tanjente es: 

. dy 4f f 
lJ n = d:X =--¡;- X - -l-

Para x= O (clave), tj a = - { , que es la inclinacion de la recta A 2 C. 

Para x = + , y = - { , tj a = O, resul ta tnnjente horizontal. 

Para valores mayores de x , tj a crece positivamente. 

Para x = ~ , y=O (la parábola corta al eje de las x), tj =a+ f (inclinacion de 

A 1 G) 

Para x =l(arrnnque A1 ), y=f, tja = 
3
/ · 

Tomemos ahora los momentos en torno de un punto cualquiera (x, y) de la semi-luz 
no cargada, entre ese punto i (A 2 por ej.): 

R 2 (l+ x)- Q (j -y)=O 

Y = _ .f_x· l 1 

resulta la ecuacion de la recta A 2 O, cuya inclínacion es tj a= -f. I como est~ .misma 

es la inclinacion de In tanjente al arco de parábola en la clave, la curva total de presio­
nes será el arco de pa.t·áboiR. de la !:iemi-luz cubierta, i la tanjente a este arco en la clave• 
prolongada basta el arranque A 2 • 

Si la semi· luz cubierta fuere ~~~ de la izquierda, sucedería la recíproca: arco de pará­
bola a la izquierda, 1 la recta O A 1 a la derecha. Las reacciones R1 i R2 trocarían sus 
valores, pero Q seria siempre el mismo. 

Esfuerzo n01'1nc~l N . 
Para la recta, este esfuerzo es constante e igual a: 

1 en un punto cualquiera del arco de parábola: 
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71'l J Para x = 0 (clave), N = -;¡-( p +¡~,valor ya visto ct1 el N J e la recto. 

Pura x= ~ (vérLicc),N=Q= :~~, val ur 1uiuiu•o fiíei l de deducir, porqu e 

cos a= l. 

Pnm x=+ (sobre eje de lm; x), N = : J-Jt~+P igual que parax =O, por igual-

dutl tle inclinaciun. 

Al 71'lJ Q • Para x= l (ntTHIH}Uc A ), .H = 4 J. t · + Df• , valor m1ixuno. 

Observando estos vnlorell, del último hti.cia el primero, se ve que el esfuerzo normal 

decrece desde el arranque, donde es m1íximo, hasta el vértice de la parábola, donde es 
mínimo e igual al empuje, para crecer nuevamente hast<\ la clave i llegar con este último 

valor constante al arranque A 2 • Se nota tambien que los valores de N entre la abscisa 

x = ~ i el vértice, reaparecen simétricamente entre este vértice i la clave. 

Si la semi-luz cubierta fuere la de la izquierda, tendríamos In. recíproca. 

3.0- Cuando está cubierta una pa1·te cualquie1·a de la luz. 

Se la determinn. de un modo amHogo al anterior. Para la parte cn.rgada la curva de 

presion es un arco de parábola, i para las no cargadas, rectas tanjentes a las estremida­

des de la parábola, rematando eu los arranques. 

Como aplicaciones de este caso, incluso al mismo tiempo los dos anteriores, se puede 
formar el siguiente cuadro que representa una série de posiciones de la sobrecarga móvil 

salvando la luz tic tlcrech:\ a ill•}uicrda (fig. 7). 
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Sobrecarga móvil 1r salvando g¡-ad ualmente la luz de derecha a izquierda. 

-
P eríodo 

1 

Ccordenadasdel vértice 
Valores de 

de la Ecuacion del arco de pámoola Empuje de la parábob 
8 

solicitacion siendo,luz=21 
Q= 

1 
x= y= 

o • • • o •• • o • • • • • • •• • o o • • 1 • • •• • • o • • • o. o. • • • • o •• • • o •• •••• 

1 8jl l r _jx 1 7rl · 9 - ~¡ 
~ 

z-l Y = v (, x ·-~ - l 167 +¡¡/ 
E 

32 

~ 2/ 2 j X 1 7rl 2 

+ ..!.._ l -! f o l 
"' 

= l 2 X -- l 4 T Q 

1 
4 

.~ ... 3 -~1.x2 .f x ,rJ ... 1rl 2 1 1 ::::1 z l 1 
() ·-, t 2 • -n 11:1 / + T6l - :¿24 f 

1 

2l =..L. X~ 1 7rl• o l' 27 o 

o 
1 

y= {,x~ 1 7rl2 o o 
2 T 

~ 

1 
o 1 =i .f x• - { X 1rt• 1 - :¡l 7 1 
~ 1 

16 T - T6 l -224/ ¡ 7 l 2 

o 

1 
"' Q 

= 21 x2
- L x 

<1> 
l 1 7rl2 - :..!_¿ 1 ·;::: 1 TT - -si ,rJ 

1 l 2 l 4 
::::1 
() 

~ l i [ Ul 
~ 

"' 2 = ~[ (X- ; r-{-X 1 7rl• ~ l - ~! 
16 T - 16 32 

2l • • • • • • • • • o • •••• • o o . o .. .. . ¡ o .. . . o o •• o • o ••• • •• . ... .. . , 

Observando este cuadro, se nota que el mayor em puje corre!lponde a l caso (u); i la 

mayot· ordenada del vértice de la paníbola, cuando está cubierLa la cuarta pa1·te de la luz 
o descubiertos los tres cua?·tos; pero entónccs el empuje el: mínimo. S ig ue despues en 

mayor ordenada. el ca.s(, (b), r¡ue ocupa e l segu ndo lugar en mayor empuje. 
En la práct ica basta,jenera lmente, considerar las solicitaciones (a) i ( b), por ser 

las mas influyentes en cuanto al trabajo. 

DEFOUMACION DE r..OS AllCOS 

Para completar e l estudio teórico sobre los a rcos a t riple art icuh\cion, en relacion 

con las bóvedas del mismo sistema, solo queda por tratar las deformaciones de la fibra · 

media bajo la accion de la sobrecarga móvil i de los cambios de temperatum. E n realida.d, 
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estas defot·macioni:!S son mucho mas pequeñas en las bóvedas que en los arcos, pues la 
sobrecarga representa una fraccion débil del peso total permanente, i los cambios de 
temperatura se hacen sentir ménos por e l mal poder conductor de la. albaitile i'Ía, aparte 
de estar protejida por el relleno, i s u menor coeficiente de dilatacion. Pero, a. fin de apre­
ciar la magnitud del juego de la~ arLiculucioncs i de borra r la falsa impresion de mo­

·uilidad que a primera visLa ~:>e puede echar en cara a l sistema, vamos a deducir las fór­
mulas que dán la deformacion i las l'OLaciones correspondientes de las a rticulaciones, que 
aplicaremos mas tarde a nuestros puentes. 

a).-Def01'm<tciones clebida.s a la sob?·eca?·ga móvil cub1·iendo toda la luz. 

Supondremos que la fibra media de la bóveda, baj o la carga per manente total, es 
un arco de pan\.bola. Por razon de simetría, la deformacion producida por la ~:>obrecarga 

7r cubriendo toda la luz se traducirá en un abajamiento vert ical de la clave, i será ma­
yor que para otm posicion cualquiera, por lo que nos limitat·emos a ella solamente. 

Por ot.m parte, para tener una fórmuht fina l a ljebmica, supondremos que la bóveda es 

de espesor con,;tante, el qu e en las a plicaciones será el espesor medio. 
Un'l i otm suposicion no desvirtuarAn práctica.mentc los resultados númericos para 

el fin que perseguimos. 
Consideremos solam ente una de las semi-bóvedas ( fig. 8). 

Sea S el desarrollo de la fibra media, n la seccion trasversal constante, N el esfuerzo 
normal en una seccion cualquiera i E el coeficienLe de elasticidad. 

L·1. solicitacion producirá com presion simple en todos los puntos, que estará repre-

sentada porg , i debido a esta, cada elemento infinitamente pequeño de la fibra media su· 

frirá un acortamiento. 
ods = Ncls. 

nE · 

i la suma. de todos ellos, desde la clave a l arranque, representan\. e l acortamiento total AS 
de la semi-bóveda; luego 

6. S= J"'N"J:; = - 1-J;· ds 
~~E QE 

cl.wc el. 

puesto que B i E son constantes en toda la bóvedn. 
Reemplacemos Ni cls por sus valores en funcion de la semi-luz, de la flecha i de una 

de las coordenadas (la abscisa o;). El desarroll o ds, que es el de un arco de parábola con 

su vértice en el oríjen, tiene por espresion a nalí tica: 

El esfuerzo normal N, para -,r cubriendo toda la luz, vale: 

..)4/ " x " +l·' N= 7r-------. '2/ , 
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luego, poniendo los límite~ col'l'e~pond ientes a fl:: 

J/ . J' J' ~S =~ ../4¡ ~ x" + l ' . ../4/" .c"+l' d ~=~- 2.f "d ·+ l"_ d . 
. 7r n E z¡ l• . ~1 E l " X X '!./ x, 

D O O 

integrando: 

Este es el acortamiento total de una semi- bóveda. 
Haciendo otro tanto la otm, In art.iculacion de la cla.\'e bajará verticalmente de una 

can t idad uf 7r, cuyo V;'llor vamos a deducir. 
Como para el acortam iento, se tiene: 

~ f,r = df = funcion (~ S7r) f:'\rranquc 

cl:we 

El desarrollo S de una de las ramas de la parábola se obtiene, con toda exactitud 
práctica, por la fórmula (•): 

2 p 2 / 1 
S = l +- - - -=- -3 l ó) l J 

Como l no cambia en la deformacioñ, podemos deducir el incremento~/ en funcion 
de !::. S, considerando como variable indcpenrliente a/, d iferenciando respecto a ella esa. 
igualdad i poniendo en vez de el S i d f los incrementos totales ~ S7r i ~ j7r; esto puede 
hacerse por ser !::. f7r mui peqneiio. 

Asi se tiene: 

( 
4 f 8 ja' 

!::. Sr.= 3 T-f)-yr ) A f.,. (2) 

I despejando a A / 7r entre las ecuaciones ( 1) i (2 ): 

Angulo de jiracion en. si misma de la a?·ticulcwion de la clave.-
Basta ver la (fig. 8) para comprender que las art iculaciones de los arranques ten­

drán mucha menor rotacion que la de <.'lave, qne es donde se produce todo el incremento 
A 1 Respecto a esta, es evidente que el arco descri to por el punto de in terseccion (t de 
la fibra media con la circunferencia de la 1·6tnla será la jirncion total. El efecto del des­
censo se traducirá en que dicho punto pase de la posicion primitiva a a la nueva ct' des­

cribiendo el arco a a', cuyo seno ct' b es ig ual a A 1 
Luego, 

Áng ulo de jiracion = ang. (sen = A ~.,. ). 

siendo r el radio de la rótula. 

¡0 ).-RESAL: P o11ts méW.lliques, páj. 224. 
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b ). - DefO'rmacion debida a un carnbío de temperatu1·a. 
Siendo S el desarrol lo de una de las ramas de la paníbola, crel coeficiente de dilnta­

cion lineal de la a lbafíi lería., i t~ un aumento (por ej empl o) de temperatura respecto a la 

tern1)eratu1·a ?nedia (*_1 de la bóveda, el in l)remento l)Ositivo del desarrollo será: 

La elevacion correspondiente (A .f. ) de la clave se obtendrá, como nnt.eriormC'nte, 

diferencinndo el valor de S respecto a j, puesto que les tambicn ac¡ ní const.antc: 

i despejando a A/. entre ambas ecuaciones, se obtienen: 

Angulo de j imcion en si rnisma ele la articulacim de la clave.-

Áng ulo de j irncion =are (sen = A! 1 
) 

( 0 ).-La tempemtura mtXlia para una bóveda, es la temperatura que hai inmediatamente de8· 
pues del descimbramiento. 
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